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Sommario Si danno alcuni risultati nuovi di regolarità massimale per il prob- 
lema di Cauchy-Dirichlet parabolico, con dati in opportuni spazi di funzioni hélde- 
riane. 


Summary We give some new results of maximal regularity concerning the 
mixed Cauchy-Dirichlet parabolic problem in an angle, with suitably hélder con- 
tinuous data. 
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Scopo di questo seminario é illustrare qualche risultato che sembra nuovo sulla 
regolarità delle soluzioni del classico problema di Cauchy-Dirichlet parabolico 


du(t, 2) = Au(t, 2) + f(t,2), (t,2) e [0,T]xQ, 
ult, z) = g(t,2), (t,2) € [0,T] x 99, (1) 
u(0, 2) = uo(2),z € 2 


nel caso in cui Q sia l'angolo {z € C|z = pe'?, p > 0,0 €]0,w[}, con w €]0, 2r[. 
Problemi del tipo di (1) sono stati studiati recentemente in spazi di Sobolev con peso 
(vedi [1]). Risultati in spazi LP si trovano, tra l’altro, in [2] e [3]. Noi utilizzeremo 
invece spazi di funzioni h6lderiane. 

Per lo studio del problema parabolico (1) é essenziale una conoscenza dettagliata 
del problema ellittico dipendente da un parametro 


{ (A- A)u= f, in9, 
qus= gi 
ove abbiamo indicato con y l’operatore di traccia su 00. 
Nel caso w = 7 é ben noto che, se f € C°(Q) con o > 0, o F N, g € C?+7(90), 
A € C-] — 00,0], il problema (2) possiede un’unica soluzione u € C2+7(Q). Con- 
sideriamo il caso generale e ci chiediamo preliminarmente quale regolarità possieda 
una soluzione del problema 


(2) 


{ Au= fin QNV, (3) 


Uanv = I) 


con V intorno di 0. Cominciamo dal caso più semplice f = 0 e g = 0: passando a 
coordinate polari si trova abbastanza facilmente che la generica soluzione continua 
su Q.NV di (3) con V intorno di 0 ha la forma 


u(2) =) AxIm(24), (4) 
k=1 


con 2 definito a partire dalla più naturale determinazione del logaritmo su Q. 
Poiché Ax = O(R7*) per k + co, per un certo R > 0, l’analisi della regolarità di 
(4) vicino a 0 é assai semplice, in quanto é possibile derivare termine a termine; la 
regolarità degli addendi é la seguente: se ti & N, la funzione z > Im(2°4) é di 
classe C'# (QiNV), con V intorno limitato di 0 (niente di più), mentre, se kr E N, 
tale funzione é di tipo polinomiale e appartiene quidi a C(Q NV). Possiamo 
dunque dire che, fissato o > 0, le soluzioni di (3) con dati nulli sono rappresentabili 
localmente nella forma 


u(z) = (2) + x, AxIm(2%) (5) 


k k 
KEN Er gn, Er <2+0 


con v € C?+9(QNV°) per ogni intorno V” di 0 a chiusura compatta in V. Osserviamo 
in particolare che, se w é un divisore di 7, ogni soluzione di (3) con dati nulli é di 
classe C°. 
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Consideriamo ora i numeri fr che siano naturali; osserviamo vuo che può 


essere Er = =1solo perw=7ek=1. Supponiamo allora direttamente &? =] > 2. 
In tal caso, / svolge il seguente ruolo: affinché il problema (3) possieda una a soluzione 
di classe ci, é necessario che nel punto (0, 0) le derivate di ordine /—2 di f soddisfino 
una certa condizione di raccordo con le derivate di ordine / di g. Senza entrare nei 
dettagli di un enunciato generale, vr i casi1=2e/=3. Cominciamo da 

= 2: questo si può ottenere perw = Tek = leperw= - e k = 3. Poniamo, per 
P>0, 9o(p) = 9(p), 91(0) = g(pe'”). E’ immediato veriliore, che, se (3) possiede 


una soluzione u € C?(Q N V), necessariamente 
90 (0) + 91/(0) = f(0,0). (6) 


Consideriamo il caso / = 3. Supponiamo che (3) possieda una soluzione u € C'* (Qn 
V); necessariamente f € C1(QNV), 90 e 91 appartengono a C*([0, é[) per qualche 
6 > 0 e go(0) = g1(0). Si ha inoltre 


9 (0) = cost(w) Y 


Da peg ili 0) +3 cos (w) sin(w)_ —— 


Da a (0,0) 


+3 cos(w) sin), Baby sat 0) + sin’) 230, 0) 


= [cos®(w) — 3 cos(w) sin? oa (00, 0) + [3 cos?(w) sin(w) — sin*(w)] —— (0,0) 


2 D d205 € 
a ai eg i0f 
+3 cos(w) sin°(w) DI (0, 0) + sin°(w) du (0,0). 
Se 3 cos?(w) sin(w) — sin*(w) = 0, otteniamo allora la condizione di raccordo 
9 (0) = cos*(w)g( (0) + 3 cos(w) sin*()2£ (0,0) + sin*()2 (0, 0). 


Ciò accade precisamente quando w = Da per qualche & € N, vale a dire, per qualche 
ken Er =3. 

Consideriamo ora un caso in cuiw € {T, 37} e la condizione (6) non é soddisfatta: 
f=1eg=0. Otteniamo allora su Q una Sinsionà della forma 


u(pe'?) = p°[Aln(p) sin(20) + $(9)] (7) 


con A € R, de C°([0,w]), $(0) = $(w) = 0, che per ogni V intorno limitato in C 
e per ogni e > 0 é di classe C?-€, ma non di classe C?, su QNV. Pit in generale, 
se per qualche ! € N, | > 2 e per qualche k € N - = I, il problema (3) con 
f(pei?) = p'-? cos((1— 2)0), g = 0 possiede su Q una soluzione della forma 


u(pe'?) = p' [Au Inpsin(10) + dux (9)] (8) 


con Au,k € R, du,k E C°°((0,60]), du,k(0) = duk(w) = 0. Si osservi che a una f 
di classe C® corrisponde una soluzione che per ogni V intorno limitato in C e per 
ogni e > 0 é di classe C°-€, ma non di classe Cl, su ANV. 
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Fissiamo ora x € C®°(R?) che valga identicamente 1 su un intorno di (0,0). Per 
w €]0, 27[-{r} e k € N poniamo 


ù Im{(pei9)"#}x(pei9) = pf sin(&20)x(pei9) if 4 gd N, 
Sw,k(pe”)= fai . De (9) 
pe [Aw,kinpsin(10) + dwr(0)]x(pe'9) if AT e N. 
Sia, per o > 0, 
CATGÌ kr s 
c@) = { Cc 18) DV Sul < 0}) 3 ogN, (10) 
C°(Q)DV({Sua|E < 0}) ifo € N. 


Nella definizione di C° (0) supporremo sempre che tutte le derivate coinvolte siano 
uniformemente continue e limitate su Q, mentre V({S,,x|ET < 0}) indica lo spazio 
vettoriale generato da {S,,x|ET < 0}. 

Fatte queste premesse, torniamo al problema (2); vale il seguente risultato, ove 
indichiamo con C?+7(99) {g € C(89)|p + g(p) e p + g(pei) € C?+7([0, +00[)}: 


Teorema 1. Siano w €]0,2r[,w#7, 0<o<Z,cgN, Q+ole & N; allora, per 
ogni A € C—] — 00,0], f € C°(Q),g € C2+7(80) il problema (2) possiede un'unica 
soluzione u € C2+(Q). Inoltre, se o < 2, per ogni 0a € [0, tl, esiste C(00) > 0 tale 
che, se \= |A|e®? con |0| < 80, e |A| > 1, 


Alllulc@ + [Aule +Ilulla+® 


< C(0)lIIfI[ce@) + Al? Ilrfilcaa) + Ilgllo2+ aa) + |Al7 Ilglic(an)]. 


Nel caso w = 7 il teorema 1 é naturalmente valido senza la limitazione o < T 
per quanto riguarda il primo enunciato, con C?+7(Q) al posto di C2+7(Q). 

Il teorema 1 fa sorgere la spontanea congettura che alcuni risultati di regolarità 
massimale per problemi misti parabolici validi per domini con frontiera regolare in 
cui intervengono spazi di funzioni hélderiane continuino a essere validi per angoli, 
con C2+7(9) che svolga il ruolo di C?+7(Q). Vogliamo presentare due risultati in 
questo senso. Come é consuetudine, confonderé funzioni scalari di dominio [0, T]xQ 
con funzioni di dominio [0, T] a valori in spazi funzionali su 2. 

Sia, al solito, w €]0, 2r[, w +7. Cerchiamo condizioni necessarie e sufficienti 
sui dati f,g e uo affinché il problema 1 possieda una soluzione stretta v che sia 
limitata a valori in C2+"(Q) con d;u limitata a valori C°(Q) per un certo o € 
]0, 2[, o #1. Per soluzione stretta intendiamo una soluzione u di (1) appartenente 
a C*([0, 7]; C(9)) N C([0, 7]; C2(9)). Le seguenti condizioni sono evidentemente 
necessarie (nel seguito indicheremo con B([0, T]; E) la classe delle funzioni limitate 
su [0,7] a valori nello spazio di Banach E): 


(I)f € C([0, 7]; C(Q)) n B([0, 7]; C°(0); 

(T1)g e C*([0, 7]; C(99)) n C([0, 7]; C*(49)) n B([0, 7]; C+7(99)), 
09 € B([0,T]; C7(99)); 

(TIT)uo € C3*°(Q), r00 = 9(0); 

(IV)d:9(0) = y(Auo + f(0)); 
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C° é anche un'ulteriore condizione necessaria, pit riposta: se u ha le proprietà richi- 
este, é anche lipschitziana a valori in C°(2). Dalla disuguaglianza interpolatoria 


Illo £ < ci alici (12) 


valida per ogni v € C?+7(Q) con C > 0 indipendente da v si ricava che, nel caso 
particolare che u sia anche limitata a valori in C?+9(Q), u € C5([0, 7]; C2(0)); 
ovviamente ciò non é necessariamente vero nel nostro caso, ma si può dimostrare 
che é ancora vera la seguente conseguenza del risultato precedente: che Au € 
C$ ([0, 7]; C(Q)); tenuto allora conto del fatto che y(Au) = 09 — 1f, otteniamo la 
seguente ulteriore condizione 


(V) :d:g-rf e CE(10,T]; C(00)). 
Si ha, viceversa, il seguente risultato (vedi [4] e [5] per il caso con frontiera regolare): 


Teorema 2. Sia o €]0, min{2,£}[,o 1 tale che fiale & N; allora, se le con- 
dizioni (I)-(V) sono soddisfatte; il problema (1) ha un'unica soluzione stretta u; 
inoltre u appartiene a B([0,T]; C2+7(Q)) e du € B([0, T]; C9(Q)). 


Concludiamo presentando una generalizzazione a un angolo di un risultato clas- 
sico (vedi [6]) che fornisce condizioni necessarie e sufficienti per l’esistenza di una 
soluzione stretta di (1) in spazi indicati classicamente con la notazione C1+5:2+9 
(Q), con Q := [0,7] x Q. Si pué verificare che nel caso o €]0, 2[-{1} tale spazio 6 
identificabile con {u € C!+#([0, T]; C(9)) n B(([0, T]; C2+7 
(Q))au € B([0, T];C°(Q))} (vedi n ire la naturale generalizzazione di 
C14+5:2+0 (Q) é 


Cu #47 (Q) = {ue C*+5([0,T] CA) n B(((0, 7]; 247 @)] 
du e B(f0,T];C7(9)}. 


1+5,2+0 


Si vede subito che, per avere una soluzione stretta in CL, (Q) le seguenti 


condizioni sono necessarie: 
(VI)f e CE([0,T]; CM) n B((0, T]}; C7@)); 
(VID)g € C!+5 ([0, T]; C(2N)) N B(([0, T]; C?+7(40)), dig € B((0, T] C(20))}; 
(III) e (IV); 

Si potrebbe dimostrare, viceversa, che 
Teorema 3. Sia o €]0, min{2,1}[,c =/1 tale che (2to)e &g N; allora, se le 
condizioni (III), (IV), (VI) e (VII) sono soddisfatte, il problema (1) ha un'unica 
soluzione stretta u; inoltre u appartiene a citi sibi (Q). 

Diamo un cenno della dimostrazione del teorema 1 nel caso particolare g = 0. 
Osserviamo innanzi tutto che le ipotesi (III), (IV), (VI), (VII) insieme implicano le 
ipotesi (I)-(V). Dunque, per il teorema 2, il problema (1) possiede un’unica soluzione 
stretta u appartenente a B([0,T]; C2+7(0)) con du € B([0,T]; C°(Q)). Resta da 
far vedere che u € C1+5([0,T]; C(9)). A tale scopo utilizziamo il seguente ben 
noto risultato, dovuto a E. Sinestrari (vedi [8]): 
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Teorema 4. Sia E uno spazio di Banach, A un operatore lineare in E con insieme 
risolvente p(A) contenente {A € C||JA|] > R, Re(A) > 0} per qualche R > 0 ed 
esista M > 0 tale che, per A nell’insieme descritto, ||(A — A) lee) < MIA; si 
consideri il problema di Cauchy 


{ u'(t) = Au(t) + f(t),t € [0,7], 


u(0) = vo; i 


allora, se per un certo a €]0, 1[, f € C®((0,T]; E), uÈD(A) e Auo + f(0) appar- 
tiene allo spazio di interpolazione (E, D(A))a,co; il problema (13) possiede un’unica 
soluzione u € C!+([0, 7]; E)N C®([0,T]; D(A)). 

Poniamo allora E := C(9), D(A) := {u € Mocnez CI(Q)jAu € C(Q), qu = 
0}, per u € D(A) Au := Au. Si può allora dimostrare che le ipotesi su E e 
A del teorema 4 sono soddisfatte. Si potrebbe anche dimostrare che in questo 
caso (E, D(A))z.c0 = {v € C5(Qv = 0} e tale spazio coincide con {v € 
C°(Q)|yv = 0} perché o < £. Dunque per le ipotesi (III), (IV) e (VI), Auo+f(0) € 
(E, D(A))z,co e l'appartenenza di u a C!+5([0, 7]; C(Q)) segue dal teorema 4. 
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